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第2讲二次函数与四边形存在性加油站

一、 平行四边形

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

1. 如图，在平面直角坐标系中，抛物线 的顶点坐标为 ，与 轴交于点 ， ，

与 轴交于点 ．

求二次函数的解析式及点 ， 的坐标．

设点 在第一象限的抛物线上，若其关于原点的对称点 也在抛物线上，求点 的坐标．

若点 在抛物线上，点 在抛物线的对称轴上，使得以 ， ， ， 为顶点的四边形是平行

四边形，且 为其一边，求点 ， 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

二次函数的解析式为 ， ， ．

点 的坐标 ．

当点 时， ，当 的坐标 时， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设抛物线解析式为 ，

∵抛物线与 轴交于 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ， ．

设 的坐标 ， ，

∵点 与点 关于原点对称，
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（ 3 ）

∴ ，

∵ 点也在抛物线上，

∴ ，

∴ （舍）或 ，

∴点 的坐标 ．

如图，过点 作 对称轴，垂足为点 ，

∵四边形 （或 ）是平行四边形，

∴ ， ，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴ 点横坐标为 或 ，

∴ ，或 ，

∵ ，

∴ ，

设点 的坐标为 ，

①当点 时，

，

（舍）或 ，

∴ ，

②当 的坐标 时，

，

或 （舍），

∴ ．

【标注】【知识点】二次函数与平行四边形

（ 1 ）

2. 如图，抛物线 与 轴相交于 ， 两点，（点 在 点左侧）与 轴交于点 ．

求 ， 两点坐标．
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（ 2 ）

（ 3 ）

连接 ，若点 在第一象限的抛物线上， 的横坐标为 ，四边形 的面积为 ．试用含

的式子表示 ，并求 为何值时， 最大．

在（ ）的基础上，若点 ， 分别为抛物线及其对称轴上的点，点 的横坐标为 ，点 的

纵坐标为 ，且使得以 ， ， ， 四点构成的四边形为平行四边形，求满足条件的 ， 的

值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

， ．

．

， 或 ， 或 ， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

当 时，

，

或 ，

∴ ， ．

令 ，

∴ ，

，

如图，作 轴于 ，

∵ 的横坐标为 ，设 ，

∴ ，

， ， ，

∴

，

∴ 时， 最大为 ．

梯
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（ 3 ）由（ ）知， ，

∴ ，

∵抛物线 对称轴 ，

设 ， ，

以 ， ， ， 构成平行四边形 ．

①当 和 为对角线，

，

，

， ，

②当 和 是对角线时，

，

，

， ．

③ 和 对角线时， ，

，

， ，

∴综上所述， ， 或 ， 或 ，

．

【标注】【知识点】二次函数与平行四边形

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

3. 抛物线 （ ， 为常数）与 轴相交于点 ，经过点 作直线 轴，交抛物线于

点 ，将直线 向上平移 个单位长度，交抛物线于点 和 （ 在 的左侧），直线 与抛物线的

对称轴 交于点 ．

当 ， 时，求抛物线顶点 的坐标.

若 ，求 的值．

在（ ）的条件下，当以点 ， ， ， 为顶点的四边形为平行四边形时，求 的值．

【答案】（ 1 ） ．
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（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

把 ， 代入 ，

得到 ，

∴抛物线的顶点 的坐标为 ．

如图，

x

y

O

∵ ， ，

∴ ，

由 ，解得 ，

∴ ， ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

解得 或 （舍弃），

∴ ．

由题意 ，

∵ ， ，且点 中点 的左侧，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

【标注】【知识点】二次函数与平行四边形
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二、 矩形

（ 1 ）

（ 2 ）

4. 如图，在平面直角坐标系中，抛物线 的图象与 轴交于点 、 ，与

轴于点 ．

求抛物线的解析式．

连接 ，点 在抛物线的对称轴上，以 为平面内一点，以点 、 、 、 为顶点的四边形

能否成为矩形？若能，请求出点 的坐标；若不能，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

能，满足条件的 的坐标为 或 或 或

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意 ，

解得 ．

∴抛物线的解析式为 ．

如图 中，当 为矩形的边时，

图

∵直线 的解析式为 ，

∴直线 的解析式为 ，直线 的解析式为 ，

可得 ， ．
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当 为矩形的对角线时，设 ， 的中点 ，

由 ，

可得 ，

解得 或 ，

∴ 或 ．

综上所述，满足条件的 的坐标为 或 或 或

．

【标注】【知识点】二次函数与角度问题

x

y

O

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

5. 如图，在平面直角坐标系中，点 是原点，正方形 的顶点 在 轴的正半轴上，顶点 在 的正

半轴上，点 的坐标是 ，抛物线 经过 、 两点与 轴的另一个交点是点 ，连

接 ．

请直接写出抛物线的表达式．

设抛物线的对称轴与直线 相交于点 ，求出点 的坐标．

若点 是抛物线对称轴上一点，点 是平面内一点，是否存在以  、 、 、 为顶点的矩

形，若存在，请直接写出 点的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

存在，点 的坐标为 ， ， 或 ．

【解析】（ 1 ）∵四边形 为正方形，点 的坐标是 ，

∴点 的坐标为 ，点 的坐标为 ．

将 、 代入 ，得：

，解得 ，

∴抛物线的表达式为 ．
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（ 2 ）

（ 3 ）

∵抛物线的表达式为 ，

∴抛物线的对称轴为直线 ．

当 时，有 ，

解得： ， ，

∴点 的坐标为 ，点 的坐标为 ．

设直线 的解析式为 ，

将 、 代入 ，得：

解得： ，

∴直线 的解析式为 ．

当 时， ，

∴点 的坐标为 ．

设点 的坐标为 ，

∵点 的坐标为 ，点 的坐标为 ，

∴ ，

，

．

分 为边或 为对角线两种情况考虑(如图 )：

x

y

O

图

当 为边时，有 或 ，即

或 ，

解得： ， ，

∴点 的坐标为 或 ；

当 为对角线时，有 ，即

，

解得： ， ，
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∴点 的坐标为 或 ．

综上所述：存在以 、 、 、 为顶点的矩形，点的坐标为 ，

， 或 ．

【标注】【题型】题型：二次函数与平行四边形

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

6. 如图，已知直线 ： 分别与 轴、 轴交于点 、 两点， 为 在一象限内的—点，且

，抛物线 过 、 两点，且与 轴的另一交点为 ．

x

y

O

求抛物线的解析式．

如图若抛物线 的顶点为 ， 为直线 上的一动点，当 值最大

时，求此时点 的坐标及 的最大值．

x

y

O

如图，若点 为 轴上一点，点 为平面内一点，且满足以点 、 、 、 为顶点的四边形

是矩形，请直接写出点 的坐标．

x

y

O

备用图
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

， 的最大值为 ．

， ， ， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

因为 与 轴、 轴交于 、 两点，

x

y

O

所以 、 ，

所以 ， ， ，

过点 作 轴于点 ．

，

所以 ，

所以 ， ，

所以 ，

所以点 ．

将点 、 代入 ，得 ， ，

所以抛物线的解析式为 ．

作点关于直线 的对称点 ，交直线 于点 ，作直线 交直线 于点

，此时 的值最大， 的值即 的值，也就是线段

的长．

x

y

O

因为 是抛物线与 轴的交点，

所以点 ，
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（ 3 ）

所以 ，

因为 ，

所以 ，

， ，

，

所以 ，

所以 ， ．

又因为 ，

所以 ，

所以 ．

又因为抛物线的顶点 ，

所以直线 的解析式为 ，

解方程组 得

所以点 ．

过点 作 轴，过点 作 轴， ， ，

所以 ，

即当点 时， 的最大值为 ，

如图：

x

y

O

当 时， ，解得 ，即 ，

∵ ， ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ，
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解得 ，即 ，

由对角线平分，得

，即 ，即 ，

，即 ，即 ，

点坐标为 ；

如图：

x

y

O

作 于 ， ， ．

当 时， ，解得 ，即 ，

．

∵ ， ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，∴ ，

解得 ，即 ，

由矩形的对角线平分，得

，即 ， ，即

，

，即 ，即 ，

点坐标为 ．

如图，当 为对角线时，有两种情形，设 的中点为 ，作 轴于 ，
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x

y

O

易知 ， ，

∴ ，

∴ ， ，

∵ ， ，

∴ ， ，

综上所述：若点 为 轴上一点，点 为平面内一点，且满足以点 、 、 、

为顶点的四边形是矩形，点 的坐标 或 或 或

．

【标注】【知识点】二次函数与平行四边形

三、 菱形

（ 1 ）

7. 如图，抛物线 与 轴交于点 和点 ，与 轴交于点 ，作直线 ，点 的坐标为

，点 的坐标为 ．

求抛物线的解析式并写出其对称轴．
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（ 2 ）

（ 3 ）

为抛物线对称轴上一点，当 是以 为直角边的直角三角形时，求 点坐标．

若 为 轴上且位于点 下方的一点， 为直线 上的一点，在第四象限的抛物线上是否存在

一点 ，使以 、 、 、 为顶点的四边形是菱形，若存在，请求出 点的横坐标；若不存

在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

，对称轴为： ．

或 ．

存在，点 的横坐标为 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

将 ， 代入 ，

得 ，解得 ，

∴ ，对称轴为直线 ．

是以 为直角边的直角三角形，

① 时，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ；

② 时，

同理 ，∴ ，

∴ ，

综上，点 的坐标为 或 ．

当 为菱形的一条边时，

根据题意，得 ，即 轴，且 ，
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易得直线 的解析式为 ，

设 ，则 ，

∴ ， ，

∴ ，

解得 或 （舍去），

故点 的坐标为 ．

当 为菱形的对角线时， ，即 轴，

设 ，则 ，

其中 ，

则 ， ，

由题意得 ，

∴ ，

∴ ，

解得 ，

∴ ，

解得 或 （舍去），

∴ ．

综上，点 的横坐标为 或 ．

【标注】【知识点】二次函数与直角三角形结合

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

8. 已知抛物线 （如图所示）．

填空：抛物线的顶点坐标是（            ，            ），对称轴是            ．

已知 轴上一点 ，点 在抛物线上，过点 作 轴，垂足为 ．若 是等边三

角形，求点 的坐标．
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在（ ）的条件下，点 在直线 上．在平面内是否存在点 ，使四边形 为菱形？若

存在，直接写出所有满足条件的点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

 ;  ; 轴 或 

点 的坐标为 或 ．

存在点 ， ， ， ，使得四边形 是菱

形．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

顶点坐标是 ，对称轴是 轴（或 ）．

∵ 是等边三角形，

∴ ．

∴ ．

∴ ．把 代入 ，得 ．

∴点 的坐标为 或 ．

设存在点 使得 是菱形，

∵ ，

∴ 不可能为菱形的对角线，只能为菱形的边．若点 的坐标为 ，

∵点 的坐标为 ，

设线段 所在直线的解析式为 ，则

，

解得： ．

∴ 所在直线的解析式为： ．

∵点 在直线 上，

∴设点 的坐标为： ．

如图，作 轴于点 ，则 ，
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．

∵ 为菱形的边，

∴ ．

∴在 中， ，

即： ，解得： ．

∴ 或 ．

当 时， ；

当 时， ．

若点 的坐标为 ，同理可得 的坐标为 或 ．

综上所述，存在点 ， ， ， ，使得四边形

是菱形．

【标注】【知识点】二次函数与直角三角形结合

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

9. 如图，在平面直角坐标系中，直线 和抛物线交于点 ， ，且点 是抛物线的顶点．

x

y

O

求直线 和抛物线的解析式．

点 是直线上方抛物线上的一点，求当 面积最大时点 的坐标．

是直线 上一动点，在平面直角坐标系内是否存在点 ，使以 、 、 、 为顶点的四

边形是菱形？若存在，请求出点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

直线 的解析式为 ，抛物线的解析式为 ．

．

或 或 或 ．

【解析】（ 1 ）设直线的解析式为 ，

∵将 ， 代入得： ，

解得 ， ，
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（ 2 ）

（ 3 ）

∴直线 的解析式为 ，

设抛物线的解析式为 ，

∵将 代入得： ，解得 ，

∴抛物线的解析式为 ．

如图所示，过点 作 轴，交 于点 ．

x

y

O

设点 的坐标为 ，

则点 的坐标为 ，

则 ，

∵ 的面积

，

∴当 时 的面积最大，此时 ．

如图所示：延长 交 轴与点 ，

x

y

O

∵ ， ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴点 的坐标为 ，
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如图所示：过点 作 轴，垂足为 ，

x

y

O

∵ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴点 的坐标为 ，

如图所示：连接 交 轴与点 ，

x

y

O

∵四边形 为菱形， ，

∴ ， ， ，

∴点的纵坐标为 ，

∵将 代入 得： ，解得： ，

∴点 的坐标为 ，

∴点 的坐标为 ，

如图所示：
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x

y

O

∵四边形 为菱形，

∴ ，

∴四边形 为正方形，

∴点 的坐标为 ，

综上所述点 的坐标为 或 或 或 ．

【标注】【知识点】二次函数与特殊平行四边形

四、 正方形

（ 1 ）

（ 2 ）

10. 如图，在平面直角坐标系中，抛物线 交 轴于 ， 两点，交 轴于点 ，

．

x

y

求抛物线的解析式．

点 是抛物线上任意一点，连接 ，以 为边作正方形 ，是否存在点 使点 恰

好落在对称轴上？若存在，请求出点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

存在， ， ， ， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

略．
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设 ， ，

过点 作 轴于 交对称轴于点 ，

则 ≌ ，

则 ，

即 ，

解得 ， ， 或 ．

点 的坐标为 ， ， 或 ．

x

y

x

y

x

y

x

y

【标注】【知识点】一次函数与二次函数的交点

11. 如图，抛物线 与 轴交于点 和点 ，与 轴交于点 ，点 坐标为 ，点 坐

标为 ，点 是抛物线的顶点，过点 作 轴的垂线，垂足为 ，连接 ．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

求抛物线的解析式及点 的坐标.

点 是抛物线上的动点，当 时，求点 的坐标.

若点 是 轴上方抛物线上的动点，以 为边作正方形 ，随着点 的运动，正方形的

大小、位置也随着改变，当顶点 或 恰好落在 轴上时，请直接写出点 的横坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

， ．

或 .

或 或 或 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

把点 坐标为 ，点 坐标为 代入抛物线 得：

，

解得： ，

，

.

如图 ，

过 作 轴于点 ，

设 ，则 ，

， ，

，

，

， ，

， ， ， ，

，
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（ 3 ）

，

当点 在 轴上方时，有 ，

解得 或 （舍去），

此时 点的坐标为 ；

当点 在 轴下方时，有 ，

解得 或 （舍去），

此时 点的坐标为 ；

综上可知 点的坐标为 或 .

设 ，

有三种情况：

①如图 ，当 在 轴上时，过 作 轴于 ，作 轴于 ，

四边形 是正方形，

，

， ，

≌ ，

，

即 ，

解得： ， （舍），

的横坐标为 ，

②当 在 轴上时，如图 ，过 作 轴于 ，

同理得： ≌ ，

，

即 ，

（舍）， ，

的横坐标为 ，

③当 在 轴上时，如图 ，此时 与 重合，

此时 的横坐标为 ，

综上所述，点 的横坐标为 或 或 ．



24

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

12. 如图，在平面直角坐标系中，抛物线 与 轴交于点 ， ，与 轴交于点

，点 是直线 下方的抛物线上一动点，过点 作 轴的垂线，垂足为点 ，交直线 于

点 ，作 于点 ．

求抛物线的解析式．

当 面积最大时，求出点 的坐标．

连接 ，以 为边在其右侧作正方形 ，随着点 的运动，正方形的大小、位置也随

之改变．则当顶点 或 恰好落在抛物线的对称轴上时，求出点 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

抛物线的解析式为 ．

点 时， 的面积最大．

当顶点 恰好落在抛物线对称轴上时，点 坐标为 ，
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当顶点 恰好落在抛物线对称轴上时，点 的坐标为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

∵抛物线 经过点 ， ，

∴ ，

解得 ，

所以，抛物线的解析式为 ．

∵把 代入解析式可得： ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ 是等腰直角三角形，

∴ ．

∵ 轴，

∴ ，

又∵ ，

∴ 是等腰直角三角形，

∴ 越大， 的面积越大，

易得直线 的解析式为 ，

设与 平行的直线解析式为 ，

联立 ，

消掉 得， ，

当 ，

即 时，直线与抛物线只有一个交点， 最长，

此时 ， ，

∴点 时， 的面积最大．

抛物线 的对称轴为直线 ，

（ ）如图 ，点 在对称轴上时，过点 作 对称轴于 ，
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图

在正方形  中， ， ，

∴ ， ，

∴ ，

∵在 和 中，

，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

设点 的横坐标为 ，则 ，

即 ，

∴点 的坐标为 ，

∵点 在抛物线 上，

∴ ，

整理得， ，

解的 （舍去）， ，

，

所以，点 的坐标为 ．

( ）如图 ，点 在对称轴上时，设抛物线对称轴与 轴交于点 ，

∵ ， ，
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图

∴ ，

又∵ ， ，

∴ ≌ ，

∴ ，

设点 坐标为 ，

则有 ，

解得 （不合题意，舍去）或 ，

此时点 坐标为 ．

综上所述，当顶点 恰好落在抛物线对称轴上时，点 坐标为

，

当顶点 恰好落在抛物线对称轴上时，点 的坐标为 ．

【标注】【知识点】二次函数与平行四边形


